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Résumé.- La régularité des solutions d’un systeme d’équations aux dérivées partielles hyperboliques,
est liée aux propriétés spectrales d’un faisceaux de matrices réelles. Nous nous intéressons ici a la
régularité L2. Celle ci est obtenue si et seulement si I'exponentielle imaginaire du faisceau est bornée.
Nous regardons le lien entre cette condition et les propriétés spectrales du faisceau, ici diagonalisable
sur R. Nous donnons en particulier un critére d’exponentielle bornée si les valeurs propres ne sont pas
de multiplicités constantes, et nous montrons que dans le cas des faisceaux engendrés par deux matrices
3 x 3, 'exponentielle est bornée si et seulement si le faisceau est analytiquement diagonalisable.

Hyperbolic linear systems : Cauchy problem properly posed in L? and pencils of
diagonable matrices on R.

Abstract.- The well-posedness of a Cauchy problem issue from an hyperbolic linear system is linked to
the spectral properties of a real matrix pencil. It is known that such a problem is well-posed in L? if
and only if the imaginary exponential of the pencil is bounded. We give a condition to have a bounded
exponential when the eigenvalues have not the same multiplicities. For pencils spanned by two 3 x 3
matrices, we prove that the exponential is bounded if and only if the pencil is analytically diagonable.

1. INTRODUCTION. — Dans [6] Lax donne une condition nécessaire et suffisante pour qu’un systéme
d’équations aux dérivées partielles linéaires a coefficients constants conduise a un probleme aux conditions
initiales de Cauchy (PC) bien posé au sens des distributions (avec existence, unicité, et dépendance
continue par rapport aux données initiales de la solution) : toutes les matrices du faisceau réel
f(A)={A (= Z§:1AJ‘ ¢j, ¢ =(¢;) € RP} ne doivent posséder que des valeurs propres réelles.

P

oW+ Aj0;w =0, w(t, x1,...,1,) €ER?, A =(A;) € M,(R)P. (Pe)
j=1

w(t=0,.)=w"(), wo(21,...,2,) ER"

Mais d’un point de vue numérique ou simplement calculatoire, il est préférable de travailler avec des
solutions qui sont des fonctions plutét que des distributions, c’est pourquoi on étudie la régularité des
solutions de (PC). Tout d’abord, pour que ce probleme de Cauchy soit bien posé dans I'espace L2 (RP)"™
ol est choisie la condition initiale wV, il est nécessaire que toutes les matrices du faisceau réel f(A) soient
diagonalisables dans R (se référer au cas p = 1), on dira que le faisceau est simplement diagonalisable
dans R. Par ailleurs, 'analyse de Fourier montre que le probléeme de Cauchy (PC) est bien posé dans
Iespace L*(RP)" (ou L2 _(RP)™, ce qui est équivalent) si et seulement si ¢ — exp(iA - {) est une fonction
bornée, on dira que ’exponentielle imaginaire du faisceau £(A) est bornée. Mais cette condition suffisante
est difficilement vérifiable en pratique, c’est ainsi que notre travail concerne la recherche d’une condition
nécessaire et suffisante de régularité, portant directement sur le faisceau f(A). Par exemple, il s’agit de
savoir si la diagonalisabilité simple dans R d’un faisceau réel est suffisante pour que son exponentielle
imaginaire soit bornée.

Un aspect simplifié du probleme concerne les faisceaur de rang 2 engendrés par deux matrices
indépendantes. Il est possible de diagonaliser de tels faisceaux par des matrices de passages analytiques
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en chaque (; (j = 1,2) sauf peut-étre en des points isolés. Il est alors clair que I’exponentielle est bornée
si il existe un changement de base analytique en (; sur tout R qui diagonalise le faisceau, on dira qu’il
est analytiquement diagonalisable dans R. Notons que se restreindre a R donne sa difficulté a cette étude
puisque les faisceaux complexes simplement diagonalisables sur @' ont été caractérisés completement par
Motzkin et Taussky (pour p = 2 mais on généralise sans peine & p quelconque) dans [8] et [9] (voir aussi
[7] p. 85) : un tel faisceau complexe est engendré par des matrices qui commutent.

Dans la partie suivante, on revoit des cas particuliers de faisceaux diagonalisables & exponentielle bornée
qui donnent autant de conditions suffisantes plus pratiques pour que le probleme (PC) soit bien posé dans
leoc- Il s’agit presque a chaque fois de montrer que le conditionnement du faisceau est uniformément borné.
La troisieme partie précise des situations ou le conditionnement peut ne pas étre borné, via 'analyse
complexe et les faisceaux analytiques. Dans la quatriéme partie, nous faisons une étude exhaustive des
faisceaux de dimension 2 de R3*3 simplement diagonalisables dans R, pour lesquels I’eponentielle est
bornée si et seulement si le faisceau est analytiquement diagonalisable.

2. ETUDES DE CAS. —

2.1. La matrice des wvecteurs propres a un conditionnement uniformément borné — La diagonal-
isation de A - ¢ & l'aide d’une matrice de vecteurs propres unitaires P(¢) donne exp(i A - ) =
P(¢) diag(exp(i \i(€))) P(¢)~1. Ainsi, 'exponentielle imaginaire du faisceau est bornée si le condition-
nement || P(¢)|| ||P(¢) 7Y est majoré et les deux exemples suivants remplissent cette condition.

2.2. Les matrices sont simultanément symétrisables — Si le changement de base @ rend les matrices
A; simultanément symétriques, alors la matrice des vecteurs propres est de la forme P(¢) = Q R({)
ot R est orthogonale. Le conditionnement de P({) est donc majoré par celui de Q & une constante
de normalisation pres. En particulier, des matrices diagonalisables qui commutent deux-a-deux sont
simultanément symétrisables, elles engendrent un faisceau dont ’exponentielle imaginaire est bornée.
De plus, I'étude exhaustive de [2] montre quun faisceau réel de R?*2  est diagonalisable dans R si et
seulement si les matrices sont simultanément symétrisables.

2.3. Les wvaleurs propres sont de multiplicités constantes — On trouve dans [7] et [12] les arguments
pour diagonaliser A - ¢ & l'aide des matrices de vecteurs propres P(¢) et P(¢)~! continues et bornées,
au moins localement. Comme A - ¢ est homogene de degré 1 en (, elle peut aussi étre diagonalisée par
P(¢/K]) et P(¢/|¢])~!. Un recouvrement fini de la sphére unité permet de définir des changements de
bases globalement bornés, éventuellement non continus, mais le conditionnement est bien borné.

2.4. Transfert d’opérateur. — Dans [5], on montre par des arguments fonctionnels que le probléme
(PC’) suivant, avec des matrices d’ordre n A, symétriques et une matrice £ symétrique définie positive,
est bien posé dans L%IOC) (RH™,

P P
Eow+» Ajdjw=0 (< ow+» E A 0;w=0)
j=1 j=1
w(t=0,.)=w").

(PC’)

Ainsi, le probleme (PC) sera bien posé dans L2 _(R?)™ sl existe une matrice symétrique définie positive

E telle que B A;(= A’) est symétrique pour tout j.
3. UTILISATION DU CARACTERE ANALYTIQUE. —

3.1. Les valeurs propres sont analytiques. — Limitons nous a p = 2 en considérant les matrices de la
forme A; +tAy o t est un complexe. Les valeurs propres de A; +tAs sont analytiques et de multiplicités
constantes sauf en un ensemble de points isolés du plan complexe. On suppose que pour tout t réel,
A; + tAs est diagonalisable sur R. Ainsi les valeurs propres A;(¢) sont analytiques en tout point de la
droite réelle ([10], [3]) et la résolution classique du systéme (A;+tA2—X;(t)) X = 0 donne une matrice P(t)



de vecteurs propres analytiques et indépendants sauf en des points isolés. Sous certaines conditions ([1],
[4], [11])), la diagonalisation peut se faire, localement, de fagon analytique. Remarquons qu’en général,
P(t)~! présente des poles et le conditionnement n’est pas borné.

3.2. Des endomorphimes induits sont strictement diagonalisables. — Pour montrer que I’exponentielle
imaginaire du faisceau réel f(A) est bornée, on étudie une matrice P(¢) de vecteurs propres normalisés.
Pour des valeurs propres de multiplicités constantes, P(¢) a un conditionnement borné et une
exponentielle imaginaire bornée, cela se produit encore dans la situation plus générale suivante.

Si A(¢) est une valeur propre de A - ¢, soit 7y() la projection caractéristique sur ker(A -¢ - )\(C))
parallelement aux autres espaces propres. Si le faisceau admet des valeurs propres analytiques dans toutes
les directions, alors pour tous ¢ et ¢’, les endomorphismes induits par A - ¢’ dans les espaces propres de
A - ¢ notés A - CIC = Tx) A -¢" T ont des valeurs propres réelles. Plus généralement,

LEMME 1 Soit A diagonalisable et B matrice carrée de méme ordre. Si A(t) est une valeur propre de
A+t B dont le développement limité de Puiseuz est de la forme A+ t* u + o(t*), ot 0 < a < 1, alors
a =1 et pu est valeur propre de l’endomorphisme induit par B dans ker(A— A Id) ou bien o < 1 et u = 0.

La preuve repose sur la forme du premier terme d’un développement limité de det (t N —(ut*+o(t*)I d)
ou det(t!=* N — (u + o(1))Id) pour une matrice nilpotente non nulle N.

Si tous les endomorphismes induits par les A - ¢’ dans les espaces propres de A - ¢ sont strictement
diagonalisables, on dira que les valeurs propres sont séparées a l'ordre 1 en ¢, ce qui permet d’énoncer :

PROPOSITION 1 Si les valeurs propres d’un faisceau réel simplement diagonalisable dans R sont séparées
a lordre 1 en tout point de discontinuité de la multiplicité des valeurs propres, alors son exrponentielle
1maginaire est borné.

On montre directement que le conditionnement est borné.

4. ETUDE SYSTEMATIQUE DES FAISCEAUX SIMPLEMENT DIAGONALISABLES DE R3*3, —

4.1. Démarche et réduction des cas — On détermine pour commencer les faisceaux de deux matrices
f(A, B) simplement diagonalisables qui possedent des singularités dans la multiplicité de leurs valeurs
propres, sans pour autant remplir les criteres déja mentionnés lors de ’étude des cas précédents. Des
transformations permettent de réduire ces faisceaux a des formes plus simples, sachant que f(A, B), son
transposé, f(x A,y B), f(A—x Id, B—y Id), f(A, B—x A) pour z et y réels et f(P AP~!, P B P~1) pour P
inversible, sont en méme temps simplement diagonalisables ou bien ont en méme temps une exponentielle
imaginaire bornée.

Avec cela, les faisceaux intéressants restent ceux pour lesquels une matrice a une valeur propre simple
et deux doubles alors qu'une autre en a trois simples, ce sont les valeurs respectives de A et B qui aprés
les transformations élémentaires précédentes deviennent

1 0 0 0 a b
A=lo0o 1 o, B=|lo0o0 ¢ (1)
0 0 -1 d e 0

La premiere restriction sur B est a cd = 0 qui est nécessaire pour que les valeurs propres de A+t B soient
des fonctions analytiques de t au voisinage de 0 (on a det(A+t B—(1+At24+0(t3)) Id) = acdt3+O0(t*)).
Deux cas exclusifs sont & envisager : a = 0 et a # 0 avec d = 0 (¢ et d jouent un rdle symétrique comme
le montre la permutation des deux premiers vecteurs de base).

4.2. Cas a = 0 — Parmi les composantes restantes de B, I'une n’est pas nulle pour que B ne le soit
pas, et quitte a permuter deux vecteurs de base et transposer, on peut supposer que c’est e. Dans ce cas,

1 0 0 0 0 be
Q= -4 1 0], QTAQ=4, Q'BQ=| 0 0 db+ce
0 0 e 0 1 0



permet de réduire a d = 0, e = 1. Les matrices du faisceau sont alors diagonalisables a valeurs propres
réelles si et seulement si ¢ > 0, puis ¢ = 1 par le changement de base diag(1,+/c,1). On obtient un faisceau
générique d’exponentielle imaginaire bornée engendré par les matrices simultanément symétrisables :

1 0 0 0 0 b
A=1 0 1 01, B=|10 01|, beR (2)
0 0 -1 01 0
4.3. cas a # 0 avec d = 0. — Le polynome caractéristique de B étant X (X2 - ce), les trois valeurs

propres de B sont réelles si et seulement si ce > 0, B est en plus diagonalisable et non nulle si et seulement
si ce > 0. Le changement de base diag(e/a, v/e/a, 1) permet de réduire & la deuxiéme classe de faisceaux
simplement diagonalisables qui ne remplissent pas les criteres précédents, génériquement décrite par

1 0 0 01 b 1 ViFe2+1+bt VIFE2—1-bt
A= 0 1 01|, B= 0 01 |],beR, PQ)= 0 t —t (3)
0 0 -1 0 1 0 0 VIiFtz—1 VIFtZ4+1

La encore, A est la seule matrice du faisceau avec une valeur propre multiple. Le déterminant de
la matrice de passage P(t) vaut 2t+/1+t2, cela montre que le faisceau n’est pas analytiquement
diagonalisable, en fait, les deux premiers vecteurs propres ont la méme direction limite en ¢ = 0. Nous
avons (exp (i A - C)Q’l) = (2¢ +b(o) Coqlqc%com et le choix ¢ = (nm,+/2n+ 17) montre que cette
composante n’est pas bornée, ainsi le probleme de Cauchy (PC) correspondant n’est pas bien posé dans
2 2)3
L(loc) (}R ) .
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